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Francesco Scuotto

  Gruppo FIM – Matr. 08/41

Problemi di geometria piana risolti 

considerando opportune isometrie

Saranno presentati alcuni interessanti problemi che mettono in luce l’importanza dello studio delle trasformazioni geometriche, le quali sono, nelle scuole superiori, spesso trattate in maniera superficiale. Questi problemi potrebbero essere presentati subito dopo lo studio delle isometrie e rappresentano un utile strumento per approfondire l’argomento e mostrare come dei problemi apparentemente difficilissimi si risolvono elegantemente ricordando semplici proprietà delle trasformazioni geometriche. 

Problema di Erone

Il primo problema che presenteremo è noto con il nome di “problema di Erone” ed è il seguente: 

data una retta r e dati i punti P,Q in uno dei semipiani di origine r determinare il minimo cammino che va da P a Q passando per un punto di r.

Per risolvere il problema applichiamo il metodo della falsa posizione, cioè scegliamo a caso un punto R sulla retta r; ovviamente questo punto non darà il cammino minimo richiesto dal problema, ma ci permetterà di fare delle considerazioni che ci porteranno immediatamente alla soluzione.
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Sia P’ il simmetrico di P rispetto ad r e si osservi che, essendo PR=P’R, il cammino PRQ è uguale alla spezzata P’RQ. E’ quindi sufficiente trovare il cammino minimo tra P’ e Q passante per r, ma P’ si trova nel semipiano opposto e quindi tutti i cammini passano per r, allora il cammino minimo è dato dal segmento P’Q; detto U il punto di intersezione tra P’Q e r, il cammino richiesto dal problema è dato dai segmenti PU e UQ.
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Il problema potrebbe essere anche presentato in un modo più interessante per gli studenti, come Polya ci consiglia di fare; ad esempio si potrebbe chiedere:

consideriamo due città P e Q che si trovano dalla stessa parte di un fiume che scorre in modo approssimativamente rettilineo, qual è il tragitto minimo che deve compiere un abitante della città P per raggiungere la città Q dopo aver riempito la sua brocca nel fiume?

Il problema proposto può avere varie applicazioni; ad esempio in fisica sappiamo che la luce percorre sempre il cammino minimo, quindi, osservato che gli angoli PUS e QUT  sono uguali, ritroviamo la legge di riflessione della luce.

Problema di Fagnano

Consideriamo adesso il problema proposto da Fagnano nel 1775

dato un triangolo acutangolo, determinare il triangolo inscritto in esso di perimetro minimo

Applichiamo, anche in questo caso, il metodo della falsa posizione, cioè supponiamo che i punti P, K e H, presi a caso, siano i vertici del triangolo richiesto. Ovviamente questo non sarà vero, ma ciò ci permetterà di arrivare facilmente alla soluzione. Per risolvere il problema dobbiamo considerare
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il punto P’ simmetrico del punto P rispetto alla retta passante per il segmento AC ed il punto P’’ simmetrico di P rispetto alla retta passante per BC ed osservare che la spezzata P’KHP’’ ha come lunghezza il perimetro del triangolo PKH, dato che PK=P’K e PH=P’K; possiamo quindi ragionare sulla spezzata ed osservare che la stessa ha lunghezza minima quando i tre segmenti sono adiacenti infatti

il cammino minimo tra P’ e P’’ è dato dal segmento che congiunge i due punti. Osserviamo esplicitamente che il triangolo determinato in questo modo è il triangolo minimo fissato il punto P , resta quindi da scegliere la posizione giusta di P. Osserviamo, a tale proposito che l’angolo P’CP’’ è sempre il doppio dell’angolo KCH essendo l’angolo PCK uguale all’angolo KCP’ e l’angolo HCP uguale all’angolo P’’CH e quindi non varia al variare di P; inoltre CP è uguale a P’C e P’’C quindi il triangolo CP’P’’ è sempre isoscele al variare di P. La base di questo triangolo sarà, dunque,  
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minima quando sarà minimo il lato obliquo, ma il lato obliquo di CP’P’’ è uguale a CP, quindi il punto P va scelto in modo che CP sia minimo e quindi uguale all’altezza del triangolo rispetto al lato AB. Avendo scelto la posizione di B dalla considerazioni precedenti si risale alle posizioni di K e H e il problema è risolto.

E' interessante per lo studente constatare come a partire da una ipotesi casuale e quindi 'falsa', si possa arrivare alla soluzione corretta mediante una serie di considerazioni che perfezionino l'ipotesi di partenza.

Problema di fermat

Quello che segue è il problema che P.Fermat (1665-1601) propose a Evangelista Torricelli (1608-1647), l’inventore del barometro e studente di Galilio Galilei

dato un triangolo, determinare il punto tale che la somma delle distanze di esso dai vertici sia minima

Dato un triangolo qualunque ABC, scegliamo un punto P a caso (anche in questo caso applichiamo il metodo della falsa posizione, cioè supponiamo che il punto P sia la soluzione del problema anche se sappiamo che ciò è falso e da ciò arriviamo alla soluzione del problema) e congiungiamolo con i vertici A, B, and C. Applichiamo al triangolo ABP una rotazione di 60o con centro nel punto B; allora B rimmarrà fisso perchè centro di rotazione, A andrà in C’ e P in P’. Il triangolo BPP' è equilatero dato che BP = BP' e l’angolo P’BP è di 60o. Osserviamo che la somma delle distanze dai vertici è uguale alla lunghezza della spezzata C’P’PC cioè PA + PB + PC = C'P' + P'P + PC. Si ha PA + PB + PC [image: image6.png]


CC' poichè la spezzata CPP'C' ha lunghezza maggiore  del segmento CC'. Quindi PA + PB + PC risulta minima se P appartiene al segmento CC', cioè se i segmenti C’P’, P’P e PC sono adiacenti. Scegliendo P in questo modo si ha che l’angolo BP’C' è di 120o in quanto differenza tra l’angolo piatto PP’C’ e l’angolo BP’P. Inoltre dall’uguaglianza dei triangoli BP’C’ e BPA si ha che l’angolo BPA è di 120o e quindi il punto che risolve il problema di Fermat è quello che vede il lato AB con un angolo di 120o.

Teorema di Napoleone

Dato un triangolo qualunque, consideriamo i triangoli equilateri costruiti sui lati del triangolo e congiungiamo i centri di questi triangoli, il triangolo che si avrà sarà ancora equilatero.

Consideriamo un triangolo qualunque ABC e costruiamo sui lati tre triangoli equilateri; detti O(1), O(2) e O(3) i centri di tali triangoli dimostriamo che il triangolo che si ottiene congiungendo tali centri è equilatero.
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Indichiamo con 
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 una rotazione di centro O(i) e ampiezza 120o, si ha che 
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 è l’identità ; infatti applichiamo inizialmente la rotazione 
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, il punto A andrà in D, il punto B in A, il punto C in C’, il centro O(2) in O(2)’ e il centro O(3) in O(3)’. Osserviamo esplicitamente che l’angolo E’AF sarà uguale a 360o-3*60o-(-(=(. 

[image: image11.png]



Applichiamo, adesso, 
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 , il punto A andrà in F, il punto B in E’, il punto C in A, il centro O(1) in O(1)’ e il centro O(3)’ tornerà in O(3). 
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Se, infine, applichiamo 
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 il punto A tornerà in A, il punto B in B e il punto C in C. La composizione 
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 è quindi l’identità; in effetti bastava provare che 
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 ha un punto unito per concludere che è l’identità, in quanto essendo una composizione di rotazioni la cui ampiezza è 360o non è una rotazione ma o è una traslazione o è l’identità; osservando che le traslazioni non hanno punti uniti si conclude che è l’identità 
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moltiplichiamo a destra per 
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quindi il centro di rotazione di 
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 coincide con il centro di rotazione di 
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 che è sempre O(3). Infine ricordiamo che il centro di rotazione della composizione di rotazioni si trova considerando il punto di intersezione delle rette che formano con la congiungente i centri angoli uguali alla metà delle ampiezze delle rotazioni. Nel nostro caso dobbiamo considerare le rette che formano angoli di 60o, il loro punto di intersezione sarà il centro che è proprio O(3) e il teorema è dimostrato
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I problemi appena mostrati dovranno essere presentati stimolando l’interesse degli studenti e spingendoli ad approfondire tutte le questioni; in questo modo saranno un valido strumento didattico in quanto serviranno a chiarire i concetti riguardanti le isometrie e le trasformazioni geometriche in generale.

Appendice

La soluzione di H.A.Schwarz del problema di Fagnano

Dimostreremo che il triangolo ottenuto congiungendo i piedi delle altezze del triangolo risolve il problema di Fagnano. Consideriamo un triangolo ABC e applichiamo, anche in questo caso, il metodo di falsa posizione, cioè supponiamo che il triangolo che risolve il problema sia QRP. Applichiamo al triangolo ABC una prima simmetria di asse AC, poi altre quattro simmetrie in cui gli assi sono i trasformati dei lati BC, AB, AC e ancora BC rispettivamente
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I sei triangoli congruenti formano una figura che parte dal lato AB e finisce con un segmento B””A””’,che è la posizione del lato AB dopo le 5 simmetrie; i due segmenti sono paralleli (basta dimostrare che la retta passante per  C”’B”” forma con le rette passanti per AB e B””A””’ angoli alterni interni uguali).
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Osserviamo che la lunghezza della spezzata RR””’ è uguale a due volte il perimetro del triangolo QRP. La lunghezza della spezzata sarà minima quando si riduce ad un segmento. Lo scopo è dimostrare che se consideriamo il triangolo ottenuto congiungendo i piedi delle altezze del triangolo ABC la spezzata RR””’ si riduce proprio ad un segmento. Consideriamo il fatto che questo è l’unico triangolo inscritto per cui l’angolo RQA è uguale all’angolo CQP, l’angolo QPC è uguale all’angolo BPR e l’angolo ARQ è uguale all’angolo PRB; da ciò si deduce che RQ e QP’ sono adiacenti, essendo l’angolo RQA uguale all’angolo CQP e quindi anche all’angolo P’QC. Analogamente si dimostra che QP’ e P’R” sono adiacenti così come R”Q”’,W”’P”” e P””R””’.
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Il triangolo considerato è l’unico triangolo che risolve il problema essendo l’unico triangolo che gode della proprietà suddetta.
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