1. ESPONENZIALE DI UNA MATRICE

Lo apazio vettoriale M, (K), con K = R, C, é uno spazio normato, quando s definisce per ogni matrice
A = (ay), l]a norma ||A| di A nel seguente modo:

(1.1) [l = max {la:;13 |a:;| = modulo di a;;
j=1..m

51 ha ¢quindi uno spazio di Banach ¢ per la norma vale la seguente disugnaglianza
(1.2) |[4- B[] < ={[All - | BI]

Infatti I'clemento ¢;; del prodotto A - B = C ¢ dato da

L]
Cij = E Qinbrj
k=1

Pertanto

T

Zaikbhj

k=1

l4- Bl = [|C]l=  max {e;}= max {

j 1, ,n i=1,...n

<

S,:max {Zlfml I%I}<RIIJ’1II 18Il

i=1,..

Proposizione (1.3) Ncllo spazio di Banach delle matrici M, (K), le sequente serie

R"‘||—\

¢ convergente, per ognt matrice A € M, (K)
Dimostrazionc.
Dalla (1.2) scgue che per ogni k € ¥

1A*] < n* Al < (n]lAll)?

Per provare che la scric assegnata converge, basta provare che converge la corrispondente serie delle norme,
cioé la gerie

(=)

1
> gllf’lll"
k=0
cd infatti
=1 1 ﬂ
> qillallt < 37 fnllal = il
k=0~ k=0 """

Definizione (1.4) Per ogni matrice A € M, (K) s chiame csponenziale di A c si indica con cxp(A) la
muatrice

=1
oxp(A) =Ekf1*eM K)

Talc definizione ha senso in virti della proposizione (1.3)
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ESERCIZI (1.5)
(@) Calcolarc extp(Jo,n ), dove Jon é un bloceo di Jordan relativo all’autovalore 0 ¢ di ordine n.

(8) Provarc che sc A & una matrice diagonale a bloechi del tipo A = (1‘[1]1 0 ) risulta

cxp(A) = (cxp[(]nl) 0 )

exp(Az)

As

Facendo uso di cié ¢ di quanto ottenuto in (@) provare che sc Jo é una matrice diagonale a bloechi di Jordan
ed & nilpotente, allora exp(Jo) ¢ una matrice triangolarc superiore unipotente.

(c) Sia
& )

A=

\ Ty

una matrice diagonale provare che exp(A) & ancora diagonale ¢ che risulta

. \

exp(A) =
cﬁ

\ h

(d) Siano A¢ B € M, (K) tali chc A = C~1BC. Provarc che s ha:

cxp(A) = C Lexp(B)C

(Suggerimento: s ricordi che dire che nnascric converge, per definizione, vnol dire che converge la successione
delle ridotte parziali)

Lo studente & sard acecorto che la definizione (1.4) di caponenziale di una matrice & stata formalmente
presa dalla definizione dell’applicazione esponenziale su R, cioé la funzione

I

cxp: R+ R dove Yz € R, cxp(e)=c".

Abbiamo di fatto preso la scric

[ w]

1
E Iz"‘ ="
k=0""

ed abbiamo sostitnito ad 2 € R (matrice di M;(R)) una qualunque matrice A € M, (K).
Le proprictd che scguono vogliono mettere in evidenza le differenze che si ottengono nel passaggio
all’applicazione

o

oxp M, (K) o M, (K)
A —exp (_r’l)
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Proprietd (1.6)
(@) Se A, B € M,(K) ¢c AB = BA allore cxp(A+ B) = cxip(A) - exp(B)
(b) Per ogni matrice A € M, (K), exp(A) € GL,(K)

Prima di procedere nella dimostazione di (a) ¢ (), osscrviamo che (a) dice che la proprictd sempre vera
sui roali ¢* ¥ = ¢ - ¥, & vera sulle matrici solo nel caso che csse commutino.

La partc (b) precisa che DPapplicazione exp : Mu(K) — M, (K) non ¢ surictiva, ¢ di fatto, cxp &
un’applicazionc

(1.7) exp : M, (K) = GL,(K)

Di fatto si pud provare che in questo modo s ottiene un’applicazione suricttiva, In quanto vale la scguente:
Proposizione (1.8) Per ogni motrice X € GL,(K) esistc una motrice Y € M, (K) tale che:

X =cxp(Y)

La dimostrazione di ¢ié & vedrd in segito. Veniamo alla dimostrazione delle proprictd (1.6)
Dimostrazionc.

Per quanto riguarda (a), sappiamo che le seguenti seric convergono o:

Z EA = cxp(A) Z ﬁBJ = exp(B)
=0 j=0

> (4 + By = exp(4+ B)

k=0 """

D’altra parte la commutativitd delle matrici A ¢ B implica che

AN
(A+B= > (JA‘BJ
e

Poiché le prime due scric convergono, converge anche il loro prodotto ¢ si pud scrivere

exp(A) - exp(B) = (i %A‘) i %BJ' —

i=0

SO0IMIN A Per = 11 . .

o AR | =

iti=k

= 1 k!
— _ AR -
=3 ! Z t,!J_IAB -

k=0 i

iti=

-3 S(A+Bf =ep(A+ B)

Per quanto concerne (), si ha che per ogni matrice A, risulta A = ¢~ 1JC dove J é una matrice a blocchi
di Jordan. Per l'csercizio (1.5)(d) risulta
exp(A) = C ' exp(J)C

¢ quindi exp(A) ¢ invertibile sc ¢ solo sc exp(J) ¢ tale (il determinante ¢ un invariante per coningazionce).
Decomponiamo J nella sua parte semisemplice ¢d in quella nilpotente (cfr. definizione (2.1) ¢ proposizione
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(2.3)); si avrd J = A + Jg, dove A & diagonale, Jy € nilpotente ¢ a bloechi di Jordan ¢ A ¢ Jo commutano.
Dalla (a) scgue che
oxp(J) = exp(A) - oxp(Jo)

dove cxp(A) € la matrice diagonale con clementi gli csponencziali degli clementi sulla diagonale di A, ¢ quindi
¢ invertibile, exp(Jo) € una matrice triangolare superiore unipotente ¢ la tesi 8 dunque provata.

ESERCIZI (1.9)
(1) Provarc che per ogni matrice A € M, (K) risulta

det(exp(A)) = ¢t

(2) Calcolarc I'caponenziale delle segnenti matrici:

31 0 0 0 0
SEREE
A= B=]01 0 c=12 —4 0
0 00 210 9 2 7 2 0 —4
C 000 20
C 00 0 0 2
Riprendiamo I’applicazione (1.7)
exp : M, (K) = GL,(K) K=RC

¢ teniamo conto che M, (K} ¢ uno spazio metrico ¢ quindi uno spazio topologico, di fatto é K", Analoga-
mente L, (K) & uno spazio topologico con la topologia indotta da quella di K n?

Proposizione (1.10) Lapplicezionc cxp : M, (K) — GL,.(K) ¢é un’epplicazionc continue.

Dimostrazione

Prima di provarc quanto affermato osscrviamo che sc A ¢ B sono duc matrici qualunque di M, (K), che
quindi in generale non commutano, per la potenza m-csima di (A + B) risulta:

(A+B)" =) Y ARBRARBE.. . AR B
k=0 114 Fi=k
jl+“‘+ja:m_k

In tale cspansionc vi sono 2™ termini, tanti quanti i sottoingiemi dell’ingieme {1,2,...,m}. Inoltrc la
sommatoria
> AnBR...AnB:

i e =k
conticne (?) addendi in quanto si tratta di sceglicre & posti sugli m dati, da riempire con il fattore A (gli altri
sono univocamente ricmpiti dal fattore B). Sia Ao € Mn(K), per provare che exp ¢ continua In Ao, seclto
un ¢ > 0 reale, si deve determinare un numero §; tale che non appena X € M, (K) ¢ tale che || X — Ag|| < 4.
rismlti

[| exp(X) — exp(Ao)]] < €.

Posto X = B + Ao, dobbilamo determinare 6; in modo che non appena
1Bl = 1B + A0 — Aol| < e

risulti
[|exp(Ao + B) — exp(Ao)|| < &
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QOsscrviamo che

1 1
C}Cp(_(10 + B) — GX]J(.AU) = E a(flg + B)m — Z aﬂ.gm =
m=0 ’ m=0 ’

I
[~
g~

_ [(Ag + By — AB’"‘] =

| i 3 AgBS .. Ay B

g
I
o

I
[~
3|~

m=0 """ k=0 i4---Fi.=k
j1+“‘+ja:m_k
i1Em
Ma stimando la scguente norma €1 otticne:
1A% B3 Ak B[] < w2 | Aol ]| BI ™+ con  m—k>1

Posto ||Ao]] < ¢ ¢ seelto ¢ > 1 risulta
[| A2 B ... Agi, Bjs|| < m LR Emk
Il delta da determinare lo scegliamo tale che § < ¢
|AG B - - AP Bs|| € dn™ o™t « fnme™
In definitiva si ha

i2“’"’"‘(55*?.”’"“‘ ™ =
ml

[~]e

[|exp(Ao + B) — exp(Ao)]| <

-
I
o

P (2en)y™ _

ml

[~]e

0
¢t L g

g
I

1|
&
b3

Da eni basta assumere & < =
2. CONSEGUENZE DEIL TEOREMA DI JORDAN SULLE MATRICI

Definizione (2.1) Une matrice A € M,(K), K = R,C si dice semiscmplice se ¢ confugate ad una
matrice diagonale.

In altri termini lc matrici semiscmplici sono tutte ¢ sole le matrici diagonalizzabili.

ESERCIZI (2.2)

(@) Siano A ¢ B € M, (K) duc matrici semisemplici che commutano. Provare che A — B & semiscmplice.

(b) Siano A ¢ B € M, (K) duc matrici nilpotenti che commutano. Provare che A — B é nilpotente.

(¢) Sia J una matrice diagonale a blocchi, contentente solo blocchi di Jordan, ¢ J di ordine n. Scrivere
J come somma di una matrice diagonale A ¢ di una matrice niplotente Jy con lo stesso tipo di blocchi di
Jordan di J. Verificare che A ¢ Jg commutano.

(d) Provare che sc A & sia semisemplice che nilpotente allora A & la matrice nulla.

Proposizione (2.3) Per ogni matrice A € M, (K) csiste une matrice semisemplice A, ed une matrice
nilpotente A, tali che:

A=A + Ax c Az Ay = An A,



Dimostrazione
Sappiamo dal tcorema di Jordan che csiste una matriee invertibile € tale che A = C71JC dove J & una

matrice a bloechi di Jordan. Per Desercizio (2.2)(c) abbiamo che
J=A+Js e AJg=JoA
Dove A & semisemplice ¢ Jy & nilpotente. Pertanto risulta
A=CH A+ RC=CTAC+ C N C = A + A,

dove 81 & posto

A, = C7TAC ¢ A, = CLRLOC

Le matrici A, ¢ A, commutano, infatti

_r’l,_r’ln = C_IACO_IJQC = C_IAJUC =
= C ' JoAC = CTY L CCTHAC = A, A,

ESERCIZIO (2.4)

Sia A, la matice costruita nella dimostrazione della proposizione (2.3). Provarce che ediste un polinomio
9(3) = 12 + az2® 4 - - 4 2™ tale che g(A) = A,

Soluzionc. Indichiamo con Ay, ..., As gl antovalon distinti di A ¢ con 24, ..., v le topettive molteplicita.
Nella forma cononica J di Jordan di A indichiamo con Ji,...,Jr loc matrici a blocchi di Jordan relative
rispettivamente al solo antovalore Ay, ..., Ax. Il polinomio caratteristico di J; (con £ = 1,...,A) é dato da
pi(e) = det(J; — 21y = (A; — 2} od ovviamente risulta

p,‘(J,‘) = dct(J,- — J,-) =0= (Aq — J,‘)V"’
Per costrnire il polinomio ¢(z) facciamo uso del seguente Teorema cinese dei resti Dati comunque
p1(2),...,ps(®) ¢ lc costanti ey,... e, csistc un polinomio ¢(2) tale che q(2) — ¢; ¢ divisibile per p;(z)
fconi=1 .. s}
Scegliamo quindi i polinomi:
pl(ﬁ?) = (}‘1 - "'-'“)yl v Ph(-’ﬂ) = (Ah - x)yh ’ ph-l—l(x) =&
¢ le corrispondenti costanti ¢1 = Aq,...,¢x = M, cpg1 = 0. 11 polinomio ¢(z), dato dal teorema citato,

verifica lo condizioni
¢(z) — A= (A —2) fi(2)

g(2) — An = (An —2)* fn(2)
q(2) = 2fuy1(2)
Pertanto ¢(z) ¢ privo di termine noto. Sostituendo nell’i-csima relazione 2 = J; si ha

g(J)—MI=0 = g( iy = AT

Questo dice che il polinomio ¢(z), valutato nclla matrice J; dd come risultato la matrice scalare A;f che é la
parte scmisemplice (diagonale) di J;. Tenuto conto che la matrice J & diagonale a bloechi Ji,. .., Js ¢ dd
modo in cni si moltiplicano le matrici a blocchi, risulta anche

g(J)=A (A partc scmiscmplice di J).
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Poiché J ¢d A sono coningate, risulta

A=0C"YJC

inoltre

C Y (N)C = ¢(C1JC) = ¢(A) = CTTAC = A,

¢ la tesi ¢ dimostrata. Osserviamo inoltre che poiché A = A, 4+ A, dalla proprictd ora vista scgue che
P :.r’l—_r’l, = A—q(a)
¢ quindi il polinomio r(z) = & — ¢(z) ¢ talc che A, = r(A), con r(z) sempre privo di termine noto.

Teorema (2.5) Sia A € M, (K), csistc un unice modo d&i decomporre A nelle somme di une matrice
semisemplice ¢ di une nilpotenie che commuline fre di loro.

Dimostrazione

Siano A, ed A, come nella dimostrazione della proposizione (2.3) ¢ supponiameo che csistano A4 semisem-
plice, A! nilpotente tali che

A= _(’1"; + _(’1:1 =A,+ A, c _(1: _(1:1 = _r’l:l_(’l";

Vogliamo prvarc che A, = AL od A, = AL, Da A = AL + A! & vede che AL commuta con A. Poiché per
Pesercizio (2.4) A; = ¢(A) = Al commuta con A, ¢ per Pesercizio (2.2)(a) A; — AL § semisemplice. Poiché
(cfr. cserdizio (2.4)) A, = A — ¢(A) od A! commuta con A => A! commuta con A, ¢ quindi A] — A, &
nilpotente (cfr. csercizio (1.2)(d)). Dall'uguaglianza AL —A; = A, —A! = H scgue che H § simultancamente
semisemplice ¢ nilpotente, dunque H = 0 (cfr. cscrcizio (2.2)(d)) ¢ la tesi & provata.

APPENDICE AL PARAGRAFO 1

Definizione Uno spazio vettoriale V sul campo K sf dice normate sc csiste un‘epplicezionc ||-]|: V = K

tele che:
llz|| = 0 YeeV

ll]]=0 <= =z=10
[Az|| = [A] - |lell VYeeV,VAecK
llz +yll <[lell+llg]l Ve,yeV

La norme su uno spezio vettoriele induce una distanze definite de d(z,y) = ||z — y||. Uno spezio metrico si
dice completo sc ogni successtone di Cauchy risulte cssere convergente. In particolare uno spezio vettoriale
normato ¢ compicto ¢ uno spazio di Banach.

Teorema Sig¢ § o, &% unc scric ¢ valor: in uno spazio di Banach; sc la seric delle norme

[mv]
> llesll
k=0

converge, ellore converge anche le serie di partenza.



